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Bolim 1 Temel Tanim ve Kavramlar

©

Bu boliimde neler 6grenecegiz:

Boliim 1.1:
& Bir degiskenli fonksiyonlar
« Bir degiskenli fonksiyonlarin limiti ve siirekliligi
« Bir degiskenli fonksiyonlarin tiirevi ve integral formiilleri
o Cok degiskenli fonksiyonlarin tiirevi
Boliim 1.2:
« Diferansiyel denklemlerin tanimi
« Diferansiyel denklemlerin siniflandirilmasi
« Diferansiyel denklemlerin ¢oziimii
Bolim 1.3:
« Diferansiyel denklemlerin giinliik hayattan uygulamalari
Bolim 1.4:

« Boliim problemleri




1.1 Genel Matematik Tekrari

1.1

Genel Matematik Tekrari

Bugiiniin Kazanima:

Bir degiskenli fonksiyonlar

Bir degiskenli fonksiyonlarin limiti ve siirekliligi

Bir degiskenli fonksiyonlarin tiirevi ve integral formiilleri

Cok degiskenli fonksiyonlarin tiirevi




1.1 Genel Matematik Tekrari

Bir Degiskenli Fonksiyonlar

(a) y = f(x) fonksiyonu icin
o = bagimsiz degisken
o y bagimh degisken
o z,y €R
o Tanim ve goriintii kiimeleri reel sayilar

o Grafigini ¢izmek icin zy—diizlemini kullaniriz

(b) Bir fonksiyonun limiti

lim f(z)= lim f(z) =L = lim f(z)=1L

z—a™t T—a~ T—a

VA

(c) Bir fonksiyonun a noktasinda siirekliligi

o f(a) taniml olacak

o lim f(z) = L var olacak
r—a

o lim f(z) = f(a)

r—a




1.1 Genel Matematik Tekrari

Bir Degiskenli Fonksiyonlarin Tiirevi

a ve c reel sayilar olsun:

(@ f(z)=cise f'(z) =0
(b) f(x) =a2"ise f'(z) = na™ !
© o) = ef (@) ise ) = e (2)

@) (f(x) £9(x)) = f'(z) £ g'(x)

@ (f(x)-g(x) = f'(z) g(z)+ f(z) - ¢ () (Carpim Kural1)
f@)\'  f@)g(x) - f2)g(x) TR

o () - (Bolim Kural)

(g (f(g(=))) = f(9(x))g (x) (Zincir Kuralr)

(h) f'(x) > 0(f'(x) < 0) ise f artan(azalan) bir fonksiyondur.
(i) Trigonometrik Fonksiyonlarin Tiirevi: « bir reel say1 olsun.

o f(x) =sin(ax) ise f'(x) = acos(ax)

o f(x) = cos(ar)ise f'(x) = —asin(ax)

o f(z) = tan(az)ise f'(x) = asec?(ar)

o f(z) =sec(ax) ise f'(z) = asec(ax) tan(ax)

o f(z) = cot(az) ise f'(x) = —acsc?(ax)

o f(x) = csc(ax) ise f'(x) = —acsc(ax) cot(ax)



1.1 Genel Matematik Tekrari

Bir Degiskenli Fonksiyonlarin Tiirevi

(j) Ustel Fonksiyonlarin Tiirevi
o f(z) =a”ise f'(x) = In(a)a”
o flz)=e"ise f'(z) ="
o f(z) = a®@ ise f'(z) = In(a)g (z)a?™

o f(x) =e9® ise f'(x) = ¢'(x)eI®

(k) Logaritmik Fonksiyonlarin Tiirevi

o f(x) =log,(x)ise f'(x) = ln(iz)x
. 1
o f(z) = In(z)ise f'(x) = -
_ . g B g/(x)
o f(z) =log,(g(x))ise f'(r) = (@@

+ 1(z) = In(g(x)) ise f'(z) = L&)



1.1 Genel Matematik Tekrari

Bir Degiskenli Fonksiyonlarn Integrali

c ve K reel sayilar olsun:
@ [ f@)2g@is= [ ot [ goyts
(b) /cf(x)dx:c/f(:v)d:v

(c) /cda::c:v-l—K

xn—i—l
d "dr = K -1
Ol

1

(e)/—d$:ln|$|+K, x#0
z

(f) Trigonometrik Fonksiyonlar

. / cos(z)dz = sin(z) + K

sin(z)dr = —cos(x) + K

(4

tan(z)dr = —In|cos(z)| + K

(4

cot(xz)dx = In|sin(z)| + K

sec(z)dx = In|sec(x) + tan(z)| + K

(4

cse(z)dr = In | cse(z) — cot(x)| + K

sec’(r)dr = tan(z) + K

©

csc?(x)dr = — cot(z) + K

©

sec(z) tan(z)dz = sec(x) + K

©

— Y S S S S S~

csc(x) cot(z)dx = —cse(x) + K



1.1 Genel Matematik Tekrari

Bir Degiskenli Fonksiyonlarn Integrali

° /sec3(:c)d:v = % (sec(z) tan(x) + In | sec(z) + tan(z)|) + K

° /0503(x)dx = % (— csc(x) cot(z) + In | ese(x) — cot(x)]) + K

(g) Ustel ve Logaritmik Fonksiyonlar

° /ezdx:ew—i—K

x

/ zd:ﬁ—a——i—K

Ina

° /lnxdx:xlnx—az+K

1
° /eaxd:v ="+ K
a

(h) Belirli Integral Kurallar

a ve b reel sayilar olsun.

b

b 3 3

° / =2 = b— &
; 3|73 3
d N .. .

° - ( / f (t)dt> = f(x) (Analizin Temel Teoremi-I)
€z a

b
° / f'(x)dz = f(b) — f(a) (Analizin Temel Teoremi-II)

o/aaf(x)dxzo
o/f —— [ tada
° a§c§bise/abf(x)dx:/acf(x)dx—l—/cbf(x)dx

10



1.2 Diferansiyel Denklemler ile Ilgili Temel Tanimlar

Cok Degiskenli Fonksiyonlar

(a) u = u(zx,y) fonksiyonu igin
o z,y bagimsiz degisken
o u bagiml degisken
o Tanim kiimesi R? ve goriintii kiimesi ise reel sayidir

o Grafig8i ¢izmek i¢in 3 boyutlu xyz-koordinat sistemini kullaniriz.

(b) u = u(x,y, z) fonksiyonu i¢in
e x,vy, 2 bagimsiz degisken
o u bagimli degisken

o Tammm kiimesi R? ve goriintii kiimesi ise reel sayidir

(¢) Cok Degiskenli Fonksiyonlarin Tiirevi

Ou

ox

° bulmak i¢in sadece x’e gore tiirev alip diger degiskenleri sabit gibi diisliniiyoruz
o Ornegin u = u(x,y, ) icin u = 2e%z + y?z + 23y ise
ou

5%_

ou _
Qay—

ou

5%_

11



1.2 Diferansiyel Denklemler ile Ilgili Temel Tanimlar

1.2 Diferansiyel Denklemler ile Tlgili Temel Tanimlar

Bugiiniin Kazanima:

Diferansiyel denklemlerin
o Tanim
o Siiflandirilmasi, tiirevin mertebesi
o Genel ¢ozlimii, 6zel ¢ozlimii, aykir1 ¢oziimii

o Ornekler

12




1.2 Diferansiyel Denklemler ile Ilgili Temel Tanimlar

o Notasyon:

o y = f(z) fonksiyonunda f bagimh degisken z bagimsiz degiskendir.

sy =y(r)yaday = y(t)

o Tirevin gosterimi

« Birinci mertebeden tiirev: 3 veya y(!) veya d—y ve “y’nin x’e gore birinci tiirevi” seklinde okunur.
x
L. .. ” (2) de o 5. s e e e . o .
« Ikinci mertebeden tiirev: y” veya y'*) veya e ve “y’nin x’e gore ikinci tiirevi” seklinde okunur.
x

13



1.2 Diferansiyel Denklemler ile Ilgili Temel Tanimlar

o Adi diferansiyel denklemler(ADD) bir bilinmeyen fonksiyon, onun tiirevi/tiirevleri ve sadece bir

bagimsiz degiskenden olusur.

o Ornek 1.1 y = y(x) bilinmeyen fonksiyon ve 2 bagimsiz degisken olsun.

y(x)+e* =0

y'(2) + y(z) = sinz

dy dy
da? dr

14



1.2 Diferansiyel Denklemler ile Ilgili Temel Tanimlar

o Diferansiyel denklemlerler li¢ sekilde siniflandirilir
(a) Tiirev Mertebesi
(b) Lineer(Dogrusal)/Lineer olmayan

(c) Adi/Kismi

o Tiirev Mertebesi: Diferansiyel denklemin en yiiksek dereceden tiirevidir

o Ornek 1.2

2

@ y(t)+e =0 © %Hcy:o

(b) 3y" — ty = sin(t) d) —(y")® -ty =sin(t)

15



1.2 Diferansiyel Denklemler ile Ilgili Temel Tanimlar

o Lineerlik: y = y(t) bilinmeyen fonksiyonu ve ¢ bagimsiz degiskeni i¢in lineer diferansiyel denklem-

lerin formu:

an (Y™ + an 1)y + ap o (Y™ 4 an(t)y” F i)y Faot)y = (&) | (1D

Burada ag, aq,- - ,ay,, f : t'ye bagl fonksiyon yada sabit sayidir

o Diferansiyel denklemlerin lineerligi(dogrusalli@y) icin 2 sart saglanmasi gerekir:
1. Katsayilar ve f sadece bagimsiz degiskenlerden veya sabit sayilardan olusacak

2. Bilinmeyen fonksiyon y nin ve tiirevlerinin iizerinde bir kuvvet olmayacak

o Not: Eger (1.1) denkleminde f(¢) = O ise, denkleme n. mertebeden lineer homojen diferansiyel

denklemi denir.

16



1.2 Diferansiyel Denklemler ile Ilgili Temel Tanimlar

o Ornek 1.3
(a) ty" +sin(t)y =0
(b) t(y")* +sin(t)y =0
© yy" +y" =5y =¢
(d) tPy" — 3y" + 8ty — cost =0

(e) y(4) _|_ 4ty(2) + y(l) = €t2

17



1.2 Diferansiyel Denklemler ile Ilgili Temel Tanimlar

o Adi/Kismi:
« Adi diferasiyel denklemler bir bilinmeyen fonksiyon, onun tiirevleri ve bir bagimsiz degisken
icerir.
o Kismi diferansiyel denklemler ise en az bir bagimli degisken(bilinmeyen fonksiyon), onun
tiirevleri ve birden fazla bagimsiz degisken icerir.
« Adi diferansiyel denklemlerde 3/’ veya % kullanilirken, kismi diferansiyel denklemlerde % veya

u, kullanilir ve “u’nun z’e gore kismi tiirevi” seklinde okunur.

18



1.2 Diferansiyel Denklemler ile Ilgili Temel Tanimlar

o Ornek 1.4 Asagidaki diferansiyel denklemleri simflandiriniz.

mertebesi lineer adi/kismi homojen
Y + 3y = ét
y//+ty2+y/:0
3
% — 3% sin(z)

AT T
or2  Otdx oxr Ot

(¥")* — yy" + 3y = cost

19



1.2 Diferansiyel Denklemler ile Ilgili Temel Tanimlar

o Diferansiyel denklemin ¢oziimii:

« Bir diferansiyel denklemi saglayan fonksiyona o diferansiyel denklemin ¢6ziimii denir.

« Benzer sekilde diferansiyel denklemi saglayan ve icerisinde bir ya da daha fazla keyfi sabit

bulunduran ve bu nedenle bir egri ailesini olusturan ¢éziime genel ¢oziim denir.

« Genel ¢oziimden elde edilen her bir ¢oziim ise 0zel ¢oziim adin1 alir.

o Eger diferansiyel denklemin herhangi bir ¢oziimii, genel ¢oziimdeki sabitlere degerler atanarak

elde edilemiyorsa bu ¢6ziim aykir: ¢oziim adini alir.

o Tiim diferansiyel denklem tiplerine uygulanabilen genel bir ¢coziim yontemi ne yazik ki mevcut degildir.

Cesitli simiflara ayrilan diferansiyel denklemler i¢in bunlara 6zgii ¢6ziim yontemleri gelistirilmigtir.

20



1.2 Diferansiyel Denklemler ile Ilgili Temel Tanimlar

o Ornek 1.5

ifadesinin (—oo, +00) araliginda
(a) v hesaplayiniz.

(b) v — 2y = 0 diferansiyel denkleminin bir ¢6ziimii oldugunu gosteriniz.

21



1.2 Diferansiyel Denklemler ile Ilgili Temel Tanimlar

o Ornek 1.6
y=v1-—a?

ifadesinin
(a) hangi x degerleri icin gecerli oldugunu(tanim kiimesini) irdeleyiniz.
(b) ' hesaplayiniz.

(¢) yy' + = = 0 diferansiyel denklemi i¢in bir ¢6ziim olup olmadigini gosteriniz.

22



1.2 Diferansiyel Denklemler ile Ilgili Temel Tanimlar

Ornek 1.7 Genel ¢oziimii 2y = 22 + ¢y olan birinci mertebeden diferansiyel denklemi bulunuz.

23



1.2 Diferansiyel Denklemler ile Ilgili Temel Tanimlar

o Ornek 1.8

y = Cze*® + 22— 3

ifadesinin
(a) v hesaplayiniz.
(b) 3" hesaplayimniz.
(c) ¥ — 4y + 4y = 8x — 20 diferansiyel denkleminin herhangi bir C' sabiti i¢in ¢6ziimii oldugunu

gosteriniz.

24



1.2 Diferansiyel Denklemler ile Ilgili Temel Tanimlar

o Ornek 1.9

diferansiyel denklemi i¢in
(a) y = (x + C)? ifadesinin herhangi bir C sabiti i¢in ¢oziim oldugunu gosteriniz.

(b) Ayrica y = 0 ifadesinin de aykir1 ¢6ziim oldugunu gosteriniz.

25



1.3 Baz1 Matematiksel Modeller; Dogrultu Alanlar1 ve Coziim Egrileri

1.3 Baz1 Matematiksel Modeller; Dogrultu Alanlar: ve Coziim
Egrileri

Bugiiniin Kazanima:

o Giinliik hayattan uygulamalar

o Bir diferansiyel denklemi ¢6zmeden ¢6ziim hakkinda bilgi sahibi olabilir miyiz?

o Not: Eger 3/ > 0 ise y artan bir fonksiyon.

o Not: Eger ¢y < 0 ise y azalan bir fonksiyon.

26



1.3 Baz1 Matematiksel Modeller; Dogrultu Alanlar1 ve Coziim Egrileri

o Ornek 1.10(Diisen Cisim) Bir cismin yukaridan diistiigiinii varsayalim. Newtonun 2. yasasi bu
cismin hareketini hesaplar, F,,.; = ma. Burada m kiitle ve a(m/s?) ise yer ¢ekimine bagli ivme ve

g = 9.8m/s*, m = 10 kg ve v = 2kg/s oldugunu varsayarsak, modelimiz:

1 Fnet =mg — v
YV
ma = mg — yv
Om dv
m— = 9.8m — yv
mg 31&
v 1
— =98— -
Y e 5v

v
60  ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ’ (t,U) "U,<t) :f(t"U) ‘
~N ~N N N N ~N ~N ~N N N
\iiliiiiiii (1,40) 1.8
I I Iz (2,45) 0.8
f — - - = = = = = = = (6,48) 0.2
T - - - - - = = = = — (2,60) -2.2
- - = = Z = Z Z = = (4,55) -1.2
1 - - — - - - - - - —
A A (6.50) -0.2
7 Z 3 8 0 (8,49) 0

Table 1.1: Bazi degerler ve dogrultu alam

v'=9.8—-0.2v

27



1.3 Baz1 Matematiksel Modeller; Dogrultu Alanlar1 ve Coziim Egrileri

o Ornek 1.11 Her saat bag1 sayis1 iki katina ¢ikan amip populasyonunu ele alalim. Bu biiyiimenin bir

modellemesini yapalim:

28



1.3 Baz1 Matematiksel Modeller; Dogrultu Alanlar1 ve Coziim Egrileri

o Ornek 1.12 (Tarla Fareleri ve Baykuslar) Kirsal bir bolgede tarla faresi populasyonunu ele alalim.
Avci baykuslarin olmadigini varsayarsak fare populasyonun belli bir oranda arttigin goriiriiz. Eger

fare populasyonuna p ve zamana da ¢ dersek, fare populasyonunun zamana baglh degisimini

dp
Xk
it~
ile gosterebiliriz. Zamanin ay ile 6l¢iildiigiinii ve £ oraninin 0.5/ay oldugunu, ayrica baykuslarin giinde

15 fare yedigini varsayarsak, yeni modelimiz

dp p
-2 _4
dt 2 2

[ tp) [P =Fftp]

(0,100) -400
(2,300) -300
(6,800) -50
(9,900) 0
(10, 950) 25
(12,970) 35
(15,1000) 50

Table 1.2: Bazi degerler

P
10004~ -~ - - - - - - - - -
s - s - s - - - s s -
4 - - - - - - - - - -
4 ~ - - - - - - - - -
+ — ~ ~ —~ - ~ ~ ~ - ~
- — — — — — — — — — —
-t —_— — —_— —_— —_— —_— — —_— —_— —_—
e . — — P e e e . e —
900
e
~N- —~— — — — — —~— — ~— — —
N~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~
+ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~
+ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~
+ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~
+ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~
800 >~ }» >N Y SN Y SN YT >N ¥
1 2 3 4 5 ¢t

29



1.4 Bolim Problemleri

1.4 Bolum Problemleri

1. Bagimli ve bagimsiz degisken nedir, bir fonksiyonda bunlari birbirinden nasil ayirt edersiniz?

2. Adi ve kismi diferansiyel denklemler arasinda ne fark vardir?

3. Asagidaki kavramlari, her birine ornekler vererek, aciklayiniz.
(a). Adi diferansiyel denklem
(b). Kismi diferansiyel denklem
(c). Derece, mertebe
(d). Homojen diferansiyel denklem
(e). Lineer diferansiyel denklem
(f). Lineer olmayan diferansiyel denklem
(g). Genel ¢oziim
(h). Ozel ¢bziim

(1). Tekil ¢oziim

4. Asagidaki diferansiyel denklemlerin mertebelerini, lineer olup olmadiklarini, ve homojen olup ol-
madiklarin1 belirtiniz.
(@. y" +3y=8z, ¥ +3xy'y=0, y" +2°y=0, zy"+2zxy —5xy=23

(b). ¥ +2y =sinzx+1, y' —e*®¥=0, y'+2y =e%cotx, yy' +2zeyy —5y =10

5. Verilen fonksiyonlarin yanindaki diferansiyel denklemin bir ¢6ziimii oldugunu gosteriniz.

(a). v =0, y1=5xvey, =2x+1

(b). ¥ —4y=0, y1=e¥vey, =32
©. vy —y=0 y1 =€ ys=e*veys =coshzx

Inx 2z

(d). v"— 4y +4y =0 y; = e¥, yy = 22 ve y3 = bze 1%

30



Boliim 2 Birinci Mertebeden Diferansiyel Denklemler

Bu Béliimde Neler Ogrenecegiz

o Boliim 2.1:

« Lineer diferansiyel denklemlerin formu

« Bu tiir denklemleri integral carpani yontemi ile ¢c6zmek
o Boliim 2.2:

& Ayrilabilir diferansiyel denklemlerin formu

« Bu tiir denklemlerin ¢oziimii
o Boliim 2.3:

« Homojen tipte diferansiyel denklemlerin formu

« Bu tiir denklemlerin ¢oziimii
o Boliim 2.4:

« Tam diferansiyel denklemlerin formu

« Bu tiir denklemlerin ¢oziimii
o Boliim 2.5:

o Tam olmayip ama tam diferansiyel denklem sekline doniistiiriilebilen diferansiyel den-

klemler

« Bu tiir denklemlerin ¢oziimii
o Boliim 2.6

« Birinci mertebeden diferansiyel denklemlerin uygulamalari
o Boliim 2.7:

« Lineer ve lineer olmayan diferansiyel denklemlerin farki
o Boliim 2.8:

« Bazi 0zel diferansiyel denklemler — Bernoulli ve Riccati
o Boliim 2.9:

« Boliim problemleri




2.1 Birinci Mertebeden Lineer Diferansiyel Denklemler

2.1 Birinci Mertebeden Lineer Diferansiyel Denklemler

Bugiiniin Kazanima:

o Birinci mertebeden lineer diferansiyel denklemlerin formu
o Bu tiir diferansiyel denklemlerin integral carpan1 yontemi ile ¢ozlimii

o Ornekler
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2.1 Birinci Mertebeden Lineer Diferansiyel Denklemler

o y = y(t) bilinmeyen fonksiyon, a, b, ¢, p ve q, t'ye bagl siirekli fonksiyonlar olsun. Birinci dereceden

lineer diferansiyel denklemin formu

Aty (8) + bty = () ] @

ya da

[ y(8) + p(t)y = a(t) 22

o Adimlar:

o Adim 1: Denklem her zaman (2.2) formunda olmali. Eger degilse o forma ¢evrilmeli.

o Adim 2: Adim 1’deki denklemin her iki tarafini integral ¢arpani p(t) = e/ POt jle carpin ve

onu

formuna cevirin

o« Adim 3: Adim 2’deki denklemde her iki tarafin integrali alinir ve denklem ¢oziiliir. Yani ¢6ziim
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2.1 Birinci Mertebeden Lineer Diferansiyel Denklemler

o Ornek 2.1 v = v(t) icin asagidaki diferansiyel denkleminin ¢oziimiinii bulalim.

1
'=98— =
v £V
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2.1 Birinci Mertebeden Lineer Diferansiyel Denklemler

o Ornek 2.2 y = y(t) icin tarla faresi populasyonu i¢in kullandigimiz

1
y = U 450,  y(0) = 800

baslangic deger problemini ele alalim.
(a) Baslangi¢ deger probleminin ¢6ziimiinii bulunuz.

(b) Populasyonun kag ay sonra sifir olacagini hesaplayiniz.
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2.1 Birinci Mertebeden Lineer Diferansiyel Denklemler

o Ornek 2.3 Asagidaki baglangic deger problemini ¢oziiniiz.

t+1y +y=5t+Dt y(2) =3
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2.1 Birinci Mertebeden Lineer Diferansiyel Denklemler

o Ornek 2.4 Asagidaki baslangi¢ deger problemini ¢oziiniiz.

ty +(t+1)y=t y(n2)=1
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2.2 Birinci Mertebeden Degiskenlerine Ayrilabilir Diferansiyel Denklemler

2.2 Birinci Mertebeden Degiskenlerine Ayrilabilir Diferansiyel

Denklemler

Bugiiniin Kazanima:

o Degiskenlerine ayrilabilir diferansiyel denklemlerin formu
o Bu tiir diferansiyel denklemlerin ¢oziim yontemi

o Ornekler
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2.2 Birinci Mertebeden Degiskenlerine Ayrilabilir Diferansiyel Denklemler

o y = y(t) bilinmeyen fonksiyonu i¢in degiskenlerine ayrilabilir diferansiyel denklemin formu

seklindedir.

o Degiskenleri sag ve sol tarafa ayirip her iki tarafi integralleyerek ¢6zmiis oluyoruz. Yani asagidaki

adimlart izliyoruz:

oy = g(y)h(t)

o ¥ = gt
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2.2 Birinci Mertebeden Degiskenlerine Ayrilabilir Diferansiyel Denklemler

o Ornek 2.5 Asagidaki baslangic deger problemini ¢oziiniiz.

Yy =yt’, y(2)=1

40



2.2 Birinci Mertebeden Degiskenlerine Ayrilabilir Diferansiyel Denklemler

o Ornek 2.6 Asagidaki diferansiyel denklemi ¢oziiniiz.

y = y?sint
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2.2 Birinci Mertebeden Degiskenlerine Ayrilabilir Diferansiyel Denklemler

o Ornek 2.7 Asagidaki baslangi¢ deger problemini ¢oziiniiz.

, Bz +4z—4

1)=3
21 y(1)

Y
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2.3 Birinci Mertebeden Homojen Tipte Denklemler

2.3 Birinci Mertebeden Homojen Tipte Denklemler

Bugiiniin Kazanima:

o Homojen tip diferansiyel denklemin tanimi
o Bu tiir diferansiyel denklemlerin ¢oziim yontemi

o Ornekler
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2.3 Birinci Mertebeden Homojen Tipte Denklemler

o Degiskenlerine ayrilabilir forma getirilebilecek diferansiyel denklemlerden biri de homojen tipte olan-

lardir.

o Birinci mertebeden diferansiyel denklem

icin, Eger f(A\z, \y) = f(z,y) ise, bu denkleme homojen tip denklem denir.

o Ornegin, 3 = o

— X

Y+

y:

/

f(z,y)

44
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2.3 Birinci Mertebeden Homojen Tipte Denklemler

o Diger taraftan,

[ M (z,y)dx + N(z,y)dy =0 ] (2.4)

formunda verilmis ve
Mz, Ay) = A"M(z,y) ve N(Az,Ay) = A"N(z,y)

ise, (2.4) denklemine homojen tip diferansiyel denklem denir.

o Homojen bir diferansiyel denklemi ¢ozerken y = v doniisiimiinii yapip, her iki yanin x’e gore tiirevini
alip; mevcut homojen tipte diferansiyel denklemi, degiskenlerine ayrilabilir diferansiyel denkleme

dontistiirecegiz.
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2.3 Birinci Mertebeden Homojen Tipte Denklemler

o Ornek 2.8 Asagidaki baslangic deger problemini ¢oziiniiz.

(y* — zy)de + 2°dy =0, y(2) =1
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2.3 Birinci Mertebeden Homojen Tipte Denklemler

o Ornek 2.9 Asagidaki diferansiyel denklemi ¢oziiniiz.

/:y_x
Yy+x

Y
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2.4 Birinci Mertebeden Tam Diferansiyel Denklemler

2.4 Birinci Mertebeden Tam Diferansiyel Denklemler

Bugiiniin Kazanima:

o Tam diferansiyel denklemlerin formu ve sarti
o Bu tiir diferansiyel denklemlerin ¢oziim yontemi

o Ornekler
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2.4 Birinci Mertebeden Tam Diferansiyel Denklemler

o Asagidaki denklemi ele alalim:

M (z,y)dx + N(z,y)dy =0 (2.5)

o Teorem: (2.5) diferansiyel denkleminin tam diferansiyel denklemi olmasi igin

oM _ oN
oy Oz

sartinin saglanmasi gerekir.
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2.4 Birinci Mertebeden Tam Diferansiyel Denklemler

o F(z,y), xy— diizleminde tanimli bir fonksiyon olsun. Bu fonksiyon, ornegin sicaklik gibi, zy—
duzleminde dagilim gosteren bir fiziksel nicelige karsilik geliyor olabilir. Ornegin F'(z,y) = 60° veya

F(z,y) =C°

60°
70°
80°
90°

o Oncelikle F(z,y) = C esitliginin her iki tarafini = e gore tiirev alalim. y nin z e bagli oldugu da

dikkate alinmalidir.

o Kapali fonksiyonun tiirevi formiiliinden(zincir kurali)

d d
OF OF dy
5% "oy
oF oF
M(z,y)dx + N(z,y)dy =0
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2.4 Birinci Mertebeden Tam Diferansiyel Denklemler

o Ornek 2.10 (2zy? + 1)dz + 22%ydy =0
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2.4 Birinci Mertebeden Tam Diferansiyel Denklemler

o Ornek 2.11 Asagidaki diferansiyel denklemi ¢oziiniiz

(2z 4+ 3y*)dx + (yv* + 9zy*)dy = 0
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2.4 Birinci Mertebeden Tam Diferansiyel Denklemler

.. 2y+1
o Ornek 2.12 (3xy——|—> dx — <£) dy =0, y(2) = 1 baglangi¢ deger problemini ¢oziiniiz.
Y
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2.5 Tam Olmayan Ama Tam Sekle Doniistiiriilebilen Birinci Mertebeden Diferansiyel Denklemler*

2.5 Tam Olmayan Ama Tam Sekle Doniistiirtilebilen Birinci

Mertebeden Diferansiyel Denklemler*

Bugiiniin Kazanima:

o Tam olmayan diferansiyel denklemleri tam denklem haline getirmek

o Ornekler

54



2.5 Tam Olmayan Ama Tam Sekle Doniistiiriilebilen Birinci Mertebeden Diferansiyel Denklemler*

o Eger denklem tam degilse, denklemi uygun bir integral ¢arpani ile ¢arpip onu tam diferansiyel denklem

haline doniistiirebiliriz.

M (z,y)dx + N(z,y)dy =0 (2.6)

denklemi bundan onceki yontemlerle ¢ozililemiyor ve ayni zamanda da tam diferansiyel degilse

buluyoruz.

o Durum 1: Eger g sadece = e baglh bir fonksiyon ise, (2.6) denkleminin her iki tarafini integral
carpant

() = of e

ile carpilarak tam diferansiyel hale getirilebilir.

o Durum 2: Eger h sadece y e bagh bir fonksiyon ise (2.6) denkleminin her iki tarafini integral

carpant

u(y) = el MWy

ile carpilarak tam diferansiyel hale getirilebilir.

o Durum 1 veya Durum 2’den elde edilen denklem tam diferansiyel denklemlerde kullandigimiz yontemle

¢oziiliir.
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2.5 Tam Olmayan Ama Tam Sekle Doniistiiriilebilen Birinci Mertebeden Diferansiyel Denklemler*

o Ornek 2.13 Asagidaki denklemi ¢ziiniiz

(3zy + y*)dx + (2 + zy)dy = 0
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2.5 Tam Olmayan Ama Tam Sekle Doniistiiriilebilen Birinci Mertebeden Diferansiyel Denklemler*

o Ornek 2.14 Asagidaki denklemi ¢oziiniiz

(y? + 2xy)dx — x2dy =0
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2.6 Birinci Mertebeden Lineer Diferansiyel Denklemlerin Uygulamalari

2.6 Birinci Mertebeden Lineer Diferansiyel Denklemlerin

Uygulamalan

Bugiiniin Kazanima:

o Devreler iizerinde uygulamalari

o Karigim problemleri iizerinde uygulamalari
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2.6 Birinci Mertebeden Lineer Diferansiyel Denklemlerin Uygulamalari

o Elektrik devrelerini hatirlayalim

R
NW——
C
'O
L
Voltaj(V) | Akim(I) | Direng(R) Kondansator(C) Endiiktor(Bobin)(L) | Elektrik Yiikii(q)

volt amper ohm farad henry coulombs
i=qt)| V=i-R|it)=Cv() VeyaC:% V(t) =L () g=i-t
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2.6 Birinci Mertebeden Lineer Diferansiyel Denklemlerin Uygulamalari

o Ornek 2.15 Seri olarak bagli bobin ve direncten kurulu asagidaki devreyi ele alalim. Elektromotor

kuvvetinin V (¢) = t? seklinde degistigi bilinmektedir. L = 3 henry, R = 15 ohm olarak verildigine ve

t = 0 aninda ¢ = 0 amper olduguna gore devreden gecen akimi1 zamanin fonksiyonu olarak bulunuz.

R
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2.6 Birinci Mertebeden Lineer Diferansiyel Denklemlerin Uygulamalari

o Ornek 2.16 Seri olarak bagl diren¢ ve kondansatorden olusan bir alternatif akim devresinde R =
102 C = 1073 farad ve V(t) = 100sin 1207t olarak verildigine ve t=0 aminda g=0 olduguna gére

kondansatorde depolanan elektrik yiikiiniin zamanin fonksiyonu olarak elde ediniz.

R
AAYAY

61



2.6 Birinci Mertebeden Lineer Diferansiyel Denklemlerin Uygulamalari

o Kompartiman Analizi-Karisim Problemleri: Basit tek kompartiman sistemi, ¢ zamaninda belli
bir kompartiman igerisinde bulunan madde miktarini temsil eden xz(t) fonksiyonu, bu maddenin

kompartimana girdi oranin1 ve ¢ikti oranini temsil eden bir sistemden olugsmaktadir.

dz L

o girdi oran1 — ¢ikti orani
Input Output
mput x(0) P
rate rate
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2.6 Birinci Mertebeden Lineer Diferansiyel Denklemlerin Uygulamalari

Ornek 2.17 I¢ine dakikada 6 L oraninda tuzlu su dokiilen ve baslangicta icinde 1000 L saf su bulunan
biiyiik¢e bir tank diisiinelim. Tankin icindeki ¢ozeltinin iyice karistirilmis oldugu ve dakikada 6 L
oraninda s1vinin digar1 ¢iktigini varsayalim. Eger tankin i¢ine akan tuz ¢ozeltisindeki tuz konsantrasy-

onu 0.1kg/ L ise tankin i¢indeki tuz konsantrasyonu ne zaman 0.05k¢g/ L ulagir.

6L/min —
—
0.1 kg/L £()
1000 L
#(0)=0kg —> 6 L/min
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2.6 Birinci Mertebeden Lineer Diferansiyel Denklemlerin Uygulamalari

o Ornek 2.18 I¢cine dakikada 6 L oraninda tuzlu su dokiilen ve i¢inde baslangicta 1000 L saf su bulunan
biiyiik¢e bir tank diisiinelim. Tankin icindeki ¢ozeltinin iyice karistirilmis oldugu ve dakikada 5 L
oraninda s1vinin disar1 ¢iktigini varsayalim. Bu durumda tanktaki tuz konsantrasyonunu zamana bagh

bir fonksiyon olarak hesap ediniz.

6L/min —
7L
x(0)=0kg —» 5 L/min
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2.7 Lineer ve Lineer Olmayan Diferansiyel Denklemlerin Fark1*

2.7 Lineer ve Lineer Olmayan Diferansiyel Denklemlerin Farki*

Bugiiniin Kazanima:

o Lineer ve lineer olmayan diferansiyel denklemler
o Lineer denklemlerin ¢oziimii i¢in varlik ve teklik teoremi

o Lineer olmayan denklemlerin ¢6ziimii i¢in varlik ve teklik teoremi
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2.7 Lineer ve Lineer Olmayan Diferansiyel Denklemlerin Fark1*

o Simdiye kadar 6grendigimiz yontemlerde ya genel ¢oziimii bulduk ya da 6zel ¢coziimii bulduk

o Ne zaman ¢Oziim var, varsa kag¢ tane sorusunun cevabini da bu boliimde 0grenecegiz.

o Ayrica lineer ve lineer olmayan diferansiyel denklemler arasindaki farklar1 da gorecegiz
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2.7 Lineer ve Lineer Olmayan Diferansiyel Denklemlerin Fark1*

o Ornek 2.19 ()2 + 42 = -1

o Ornek 2.20 y/ = y3, y(0) = 0 denkleminin ¢dziimleri

3 3
2 \:2 2 \2
Y= <§t) Yo = — (§t> .
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2.7 Lineer ve Lineer Olmayan Diferansiyel Denklemlerin Farki*

o Teorem (Birinci Mertebeden Lineer Diferansiyel Denklemin Co6ziimiiniin Varhg: ve Tekligi): p

ve ¢ siirekli fonksiyon, ve («, ) aralig1 da t,’i igeren bir aralik olsun. Bu durumda

y +pt)y =q(t), ylto) =wo

baslangic deger problemini saglayan tek bir y ¢6ziimii vardir.

o Teorem (Birinci Dereceden Lineer Olmayan Diferansiyel Denklemin Co6ziimiiniin Varhgi ve
Tekligi):

y/ = f(tay)v y(t[)) =%

0
baglani¢ deger problemi igin f(¢,y) ve a—f fonksiyonlart o < t < ve~y < y < ¢ araliklarinda siirekli
Y
fonksiyonlar olsun. Ayrica o < tg < [ ve v < yp < ¢ olsun. Bu durumda saglayan tek bir y ¢oziimii

vardir.
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2.7 Lineer ve Lineer Olmayan Diferansiyel Denklemlerin Fark1*

o Ornek 2.21 Yukarida verdigimiz uygun teoremi kullanarak
ty' +2y=4t%, y(1)=2

baslangic deger probleminin tek bir ¢oziimii oldugunu ve hangi aralikta bu ¢oziimiin var oldugunu

bulalim. Sonrasinda y(—1) = 2 baslangi¢ sart1 i¢in soruyu tekrar ¢ozelim.
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2.7 Lineer ve Lineer Olmayan Diferansiyel Denklemlerin Fark1*

o Ornek 2.22 Yukarida verdigimiz uygun teoremi

J = 3t2 4 4t + 2
2(y = 1)

baglangi¢ deger problemine uygulayalim. Sonrasinda y(0) = 1 baglangi¢ sart1 i¢in soruyu tekrar

y(0) = ~1

cozelim.
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2.7 Lineer ve Lineer Olmayan Diferansiyel Denklemlerin Fark1*

o Ornek 2.23 Yukarida verdigimiz uygun teoremi

baslangic deger problemine uygulayalim ve ¢oziimiinii(varsa) bulalim.
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2.7 Lineer ve Lineer Olmayan Diferansiyel Denklemlerin Fark1*

o Ornek 2.24 Yukarida verdigimiz uygun teoremi

baslangic deger problemine uygulayarak ¢oziimiinii ve ¢oziimiin varoldugu aralig1 bulalim.
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2.7 Lineer ve Lineer Olmayan Diferansiyel Denklemlerin Fark1*

o Ozet:

Yy +pt)y =q(t), yto) =wo (lineer denklem)

y = ft,y), yto) = (lineer olmayan denklem)

o Lineer denklemlerde kat sayilarin ve denklemin sag tarafinin siirekli oldugunu var sayarsak, keyfi
C sayism igeren ve diger ¢oziimleri de iceren bir genel ¢oziimii vardir. Verilen baslangic degerini

saglayan ozel coziimler genel ¢oziimden rahatlikla bulunur.

o Lineer denklemlerde ¢oziimiin siireksizlik noktalari, tekilligi; katsayilarin siireksiz oldugu noktalari

bularak karar verilebilir. Yani denklemi ¢c6zmeden de bir siirti bilgi sahibi olabiliriz.

o Fakat lineer olmayan denklemlerde bunlarin hi¢ birisi dogru degildir. Yani lineer olmayan bir den-

klemin keyfi C sayisin i¢eren bir cozlimiinii bulsak bile, baska bir ¢oziim olma olasilig1 vardir.

o Lineer olmayan denklemlerde ¢oziimiin genel bir formiilii yoktur. Ayrica ¢oziimiin siireksizligi veya

tekil ¢ozlimler ancak denklemi ¢cozerek bulunabilir.
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2.8 Bernoulli ve Riccati Diferansiyel Denklemleri*

2.8 Bernoulli ve Riccati Diferansiyel Denklemleri*

Bugiiniin Kazanima:

» Birinci mertebeden lineer olmayan bazi 6zel diferansiyel denklemler
o Bernoulli DD formu
o Riccati DD formu

o Bu denklemlerin ¢6ziim yontemleri

o Ornekler

74



2.8 Bernoulli ve Riccati Diferansiyel Denklemleri*

o Asagidaki birinci mertebeden diferansiyel denklemi ele alalim

Y+ p(x)y + q(2)y" = r(x) (2.7)

o (2.7) denkleminde p(z) # 0, g(x) # 0, r(x) = 0 ise,

v +p@)y+qa)y"=0 n#0, n#l (Bernoulli)

« (Bernoulli) denkleminin her iki tarafini " boliin

o u = y' " degisken doniisiimii yaparak denklemi birinci mertebeden lineer diferansiyel denkleme

doniistiiriiyoruz(Bknz bir sayfa sonraki ornek)
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2.8 Bernoulli ve Riccati Diferansiyel Denklemleri*

o Ornek 2.25 Asagidaki Bernoulli diferansiyel denkleminin genel ¢oziimiinii bulunuz

y’ +1‘5y+x26x6y7 -0
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2.8 Bernoulli ve Riccati Diferansiyel Denklemleri*

o Ornek 2.26 Asagidaki Bernoulli diferansiyel denkleminin genel ¢oziimiinii bulunuz

4
v+ y=2y, y(2)=-1, z>0
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2.8 Bernoulli ve Riccati Diferansiyel Denklemleri*

o Ornek 2.27 Asagidaki Bernoulli diferansiyel denkleminin genel ¢oziimiinii bulunuz

6y’ — 2y = =%y, y(0) = —2.
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2.8 Bernoulli ve Riccati Diferansiyel Denklemleri*

o (2.7) denkleminde p(z) # 0, g(x) £ 0, r(x) Z0, n = 2ise,

Y +p(x)y + q(2)y* = r(z) ] (Riccati)

1
sy=y5+;

& Burada y; 6zel ¢oztiimdiir
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2.8 Bernoulli ve Riccati Diferansiyel Denklemleri*

o Ornek 2.28 Asagidaki Riccati diferansiyel denkleminin genel ¢oziimiinii bulunuz. Ozel ¢6ziim olarak

Y = 1 alimz.

y—Qr—-1y—(1-a)y’=—x
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2.9 Boliim Problemleri

2.9 Bolum Problemleri
1. Asagidaki baslangi¢c deger problemlerini, tiim adimlar1 gostererek, ¢oziiniiz.
(@. y+y=0, y0)=1 (©). ¥y — 2ty =cos2t, y(m)=1
b). y —2ty=e', y(1)=4
2. Degiskenlerine ayrilabilir tipteki diferansiyel denklemleri ¢oziiniiz.

(@). yy' =23 +1 (©). ¥y +2e*t¥ =0

dy 0
/ — 2 7 — 2y —_ =
(). (x4+2)y =y*+2 (d). 5 =€ cos 2x, vy <2> 1

3. Asagidaki diferansiyel denklemlerin homojen olup olmadiklarimi inceleyiniz.

r+vy 3 _ 90?
(a). y,: gj——y (C) y/: ﬂ
Ty
, T+1
(b). y 21y

i

a). v = c /:__1’ 1) =0
(a). y x3+y42 ©). y 2 29()

r® —4xy ) .
b). f = —— 29 ). y = Cy(0) = =2
(b). y " 22y (0)

5. Asagidaki diferansiyel denklemlerin tam diferansiyel olup olmadiklarini inceleyiniz. Tam diferansiyel
olanlar1 ¢oziiniiz. Tam olmayan diferansiyel denklemleri tam sekle doniistiiriip ¢oziiniiz.
(@). Bz +1dr+ By —1)dy=0
(b).
(©). (3z?siny + ze®) + (P cosy — > + 1)y =0, y(1)= -2

(e).

(
(
(
@. By—1)— Bz +1)y =0
(
(). (6zy)dz + (4y + 922)dy = 0
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Boliim 3 Ikinci Mertebeden Diferansiyel Denklemler

Bu Béliimde Neler Ogrenecegiz

o Boliim 3.1:
« Ikinci mertebeden sabit katsayili homojen lineer denklemlerin formu
o COzlim yontemleri
o Boliim 3.2:
« Mertebe diisiiriilmesi yontemini
o Boliim 3.3:
« Cauchy-Euler denkleminin formu
o COzlim yontemini
o Boliim 3.4:
« Ikinci mertebeden homojen olmayan lineer diferansiyel denklemlerin formu
o COzlim yontemlerini
o Boliim 3.5:
« Ikinci mertebeden lineer diferansiyel denklemlerin uygulamalari

Bolim 3.6:

©

« Ikinci mertebeden lineer olmayan bazi diferansiyel denklemlerin ¢oziimii
o Boliim 3.7:

« Boliim problemleri




3.1 Sabit Katsay1l1 Lineer Homojen Diferansiyel Denklemler

3.1

Sabit Katsayilh Lineer Homojen Diferansiyel Denklemler

Bugiiniin Kazanima:

o Ikinci mertebeden sabit katsayil lineer homojen diferansiyel denklemlerin formu

o Bu tiir denklemlerin genel ¢6ziim formu

o Lineer bagimsiz fonksiyonlarin tanimi ve testi(Wronskian)

o Karakteristik denklem

o Tkinci mertebeden sabit katsayili lineer homojen diferansiyel denklemlerin ¢6ziim yontemi

o Ornekler
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3.1 Sabit Katsay1l1 Lineer Homojen Diferansiyel Denklemler

» Bu boliimde y = y(t) fonksiyonu i¢in

[ ay’ + by +cy=0 3.1)

denkleminin nasil ¢oziildiigiinii 6grenecegiz. Burada a, b ve c sabit sayilardir.

o Genel Coziim Teoremi: Eger y; ve y, fonksiyonlar bir aralikta lineer bagimsiz ¢oziimler ise, (3.1)

denkleminin genel ¢cozlimii

y(t) = c1h + cayp.

o Wronksian(Lineer Bagimsizhik Testi) : Belirli bir aralikta verilen y; ve y, fonksiyonlari, tiim ¢’ler
i¢in ;

W— Y1 Y2 20

/

h yé

ise bu iki fonksiyon lineer bagimsizdir denir. Aksi halde lineer bagimlilik vardir.
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3.1 Sabit Katsayil1 Lineer Homojen Diferansiyel Denklemler

o (3.1) denkleminin ¢oziimii y(¢) = €™ seklindedir. Burada r bir reel sayidir.

o Peki r nasil bulunur? Karakteristik denklem:

ar? +br+c=0 Coziimler Genel ¢oziim
r1F# Ty =€ty =e?t y(t) = ciy1 + cayo, (W(yl, Y2) # 0)
=T yp = et yp =te! y(t) = ciyr + caye, (W(yr,y2) #0)
re=axif |y =e*cosft, yo=esinft | y(t) = 1y + cayo, (W(yl, yo) # O)
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3.1 Sabit Katsay1l1 Lineer Homojen Diferansiyel Denklemler

o Ornek 3.1 Asagidaki diferansiyel denklemlerin genel ¢oziimiinii bulunuz. Eger baslangic deger
problemi ise c; ve c3’ yi de bulunuz.
@ y"+y —2y=0
(b) ¥+ 6y +9y =0, y(0)=2, y(0)=-5
©y' =2/ +3y=0 y(0)=m, y'(0)=73

@y =2y +3y=0 y(HF) =3, y(FH) =1
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3.2 Mertebe Diisiiriilmesi ile Coziim

3.2 Mertebe Dusurulmesi ile Cozum

Bugiiniin Kazanima:

Denklemde sadece 3" ve ¢y’ mevcut ise mertebe diisiiriilmesi yontemi

Denklemde y oldugunda ikinci mertebeden lineer homojen diferansiyel denklemlerin formu

Bu tiir denklemlerin mertebe diisiiriilmesi yontemi ile ¢oziimii

Ornekler
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3.2 Mertebe Diisiiriilmesi ile Coziim

o Ornek 3.2 (Denklemde sadece 3/ ve i/ mevecut) Asagidaki denklemi mertebe diisiirme yontemi ile

¢cOzunuz.
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3.2 Mertebe Diisiiriilmesi ile Coziim

o Ornek 3.3 (Denklemde sadece 3/ ve /' meveut) Asagidaki denklemi
ty” — 1y = t*cost

mertebe diisiirme yontemi ile ¢oziiniiz.
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3.2 Mertebe Diisiirtilmesi ile Coziim

o Simdi y = y(t) ifadesi i¢in (3.2) yi ele alalim.

[ y" +pt)y +qt)y=0 ] (3.2)

o Genel Coziim Teoremi: Eger y; ve y, fonksiyonlar: bir aralikta lineer bagimsiz ¢oziimler ise, (3.2)

denkleminin genel ¢cozlimii

y(t) = c1ph + cayo.

o Burada amag ikinci dereceden denklemi birinci mertebeye indirerek bir onceki boliimde 6grendigimiz

yontemleri uygulamak. Bu yontemi uygularken bir tane ¢oziimiin y;’i bilmemiz gerekiyor.
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3.2 Mertebe Diisiiriilmesi ile Coziim

o 1 biliniyor ise, yo = u - y; seklinde olur. ys nin tiirevlerini alip (3.2) de yerine koyarsak;

o Yo'yi bulmak i¢in formiil (yo = u(t) - y1)
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3.2 Mertebe Diisiiriilmesi ile Coziim

o Ornek 3.4 Asagidaki denklemin
1 2
1/ /
—_ B — 0
Yy +axy + (2 + 1 ) Y

*12 . T . .. P . o ee . e es .
ilk ¢coziimii y; = e ™4 ise, mertebe diisiirme yontemi ile ikinci ¢oziimii ve genel ¢6zlimii bulunuz.
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3.2 Mertebe Diisiiriilmesi ile Coziim

o Ornek 3.5 Asagidaki denklemin
o2y —3xy +4y =0, y(1)=1, (1) =2

bir ¢oziimii y; = 22 ise, mertebe diisiirme yontemi ile ¢oziimiinii (0, co) araliginda bulunuz.

93



3.3 Cauchy Euler Diferansiyel Denklemi

3.3

Cauchy Euler Diferansiyel Denklemi

Bugiiniin Kazanima:

o Ikinci mertebeden diferansiyel denklemin 6zel formu: Cauchy Euler Denklemi
o Bu tiir denklemlerin karakteristik denklemi
o Karakteristik denklemi kullanarak ¢oziimii

o Ornekler
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3.3 Cauchy Euler Diferansiyel Denklemi

o Cauchy Euler denkleminin formu

at*y” + bty +cy =0 (3.3)

o Genel Coziim Teoremi: Eger y; ve y, fonksiyonlar1 bir aralikta lineer bagimsiz ¢oziimler ise, (3.3)

denkleminin genel ¢oziimii

y(t) = c1yr + cayo.

o Wronksian(Lineer Bagimsizlik Testi) : Belirli bir aralikta verilen y; ve y, fonksiyonlari, tiim ¢’ler
icin ;

W — Yyr Y2 20

/

Y Yo

ise bu iki fonksiyon lineer bagimsizdir denir. Aksi halde lineer bagimlilik vardir.
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3.3 Cauchy Euler Diferansiyel Denklemi

o Bu denklemin ¢oziimii y = ¢" formundadir.

o Karakteristik denklemi:

Kokler Coziimler Genel ¢oziim

1 # Ty Y1 =171, Yo = 2 y(t) = cry1 + oy, (W(y1,y2) #0)

=T 1 =1", yo=1¢"Int y(t) = cryp + cayo, (W, y2) #0)
rg=axif | y1=t*cos(BInt), yo =t*sin(BInt) | y(t) = cryr + caya, (W(y1,42) # 0)
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3.3 Cauchy Euler Diferansiyel Denklemi

o Ornek 3.6 Asagidaki Cauchy Euler denklemlerini ¢oziiniiz.
(a) t2y" — 2ty —4y =0
(b) 4z*y" +8xy' +y =0, y(1)=0,y(1) =2

(©) 4%y’ +17y =0, y(1) = -1,y/(1) = —3
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3.4 Homojen Olmayan Sabit Katsay1l1 Lineer Diferansiyel Denklemler

3.4 Homojen Olmayan Sabit Katsayil Lineer Diferansiyel

Denklemler

Bugiiniin Kazanima:

o Ikinci mertebeden sabit katsay1li lineer ama homojen olmayan diferansiyel denklemlerin formu
o Bu tiir denklemlerin genel ¢6ziim formu
o Bu tiir denklemlerin ¢6ziim yontemleri: Parametrenin degisimi yontemi

o Ornekler
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3.4 Homojen Olmayan Sabit Katsay1l1 Lineer Diferansiyel Denklemler

» Bu boliimde y = y(t) ifadesi i¢in

[ ay” + by +cy = g(t) (3.4)

denklemini ele alacagiz.

o Genel Coziim Teoremi: Eger g verilen aralikta siirekli ise, (3.4) denkleminin genel ¢oziimii

y(t) = c1yn + caye + Y-

Burada y; and y»

y' +pt)y +qt)y=0

homojen denkleminin lineer bagimsiz ¢oziimleri ve y ise 6zel ¢oziimdiir ve amacimiz y;’y1 bulmaktir.
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3.4 Homojen Olmayan Sabit Katsay1l1 Lineer Diferansiyel Denklemler

o Bunun i¢in iki tane yontem var
« Belirsiz katsayilar yontemi

& Parametrenin degisim yontemi*

o Parametrenin degisim yontemi: (3.4) denklemi icin 6zel ¢oziim

Yo = WY1 + U2y2

formiili ile bulunur. Burada

I y2(t)g(t) dt

W(y17y2)

Dolayisi ile (3.4) denkleminin genel ¢oziimii

- y1(t)g(t)

= dt.
? W(yla 1/2)

y(t) = c1y1 + Caya + ury1 + ugys
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3.4 Homojen Olmayan Sabit Katsay1l1 Lineer Diferansiyel Denklemler

o Ornek 3.7 Asagidaki

t
e
y' =2y +y= " y(l)=e, y'(1)=0

baslangic deger probleminin ¢oziimiinii parametrenin degisim yontemi ile bulunuz.
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3.4 Homojen Olmayan Sabit Katsay1l1 Lineer Diferansiyel Denklemler

o Ornek 3.8 Asagidaki

y" + 4y = 8tant

denkleminin genel ¢oziimiinii parametrenin degisim yontemi ile —5 < ¢ < 7 aralifinda bulunuz.
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3.5 Ikinci Mertebeden Lineer Diferansiyel Denklemlerin Uygulamalar1*

3.5 Ikinci Mertebeden Lineer Diferansiyel Denklemlerin

Uygulamalart”

Bugiiniin Kazanima:

o Ikinci mertebeden lineer diferansiyel denklemlerin devreler iizerinde uygulamalari
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3.5 Ikinci Mertebeden Lineer Diferansiyel Denklemlerin Uygulamalari*

o Bir elektrik devresinde bulunan V, R, C L arasindaki iliski

Voltaj(V) | Akim(I) | Direng(R) Kondansator(C) Endiiktor(Bobin)(L) | Elektrik Yiikii(q)
volt amper ohm farad henry coulombs
i=¢dt)| V=iR i(t):Cv’(t)VeyaC:% V() =L () g=i-t

o Elektrik Devreleri: Kondansatordeki toplam elektrik yiikii(q)

R

Q

o Kirchoff Voltaj Kuralin1 kullanarak, elektrik yiikiinii agagidaki denklem ile hesaplayabiliriz

o Vr+ Ve +V, =V

~z’R+2+L~z”

C

() =V()
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3.6 Ikinci Mertebeden Lineer Olmayan Bazi1 Diferansiyel Denklemler*

3.6 Ikinci Mertebeden Lineer Olmayan Bazi Diferansiyel

Denklemler*

Bugiiniin Kazanima:

o Ikinci mertebeden lineer olmayan bazi 6zel diferansiyel denklemler
« Bagiml degisken y denklemde olmadiginda
« Bagimsiz degisken ¢ denklemde olmadiginda

o Bu denklemlerin ¢6ziim yontemleri

o Ornekler
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3.6 Ikinci Mertebeden Lineer Olmayan Bazi1 Diferansiyel Denklemler*

o Bu tiir denklemleri birinci mertebeden diferansiyel denklemlere cevirerek cozmeye ¢alisacagiz. Iki
tane ozel halimiz var

« Durum 1: Bagimh degisken y denklemde acik olarak gériinmiiyorsa: Ornegin;

Bu durumda

u:y/ u/:y//

« Durum 2: Bagimsiz degisken ¢ denklemde agik olarak goriinmiiyorsa: Ornegin;

Bu durumda
du  dudy du
o n_ o weYy 2w
VSV TV TR Ty Yay
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3.6 Ikinci Mertebeden Lineer Olmayan Bazi1 Diferansiyel Denklemler*

o Ornek 3.9 Asagidaki lineer olmayan diferansiyel denklemleri ¢oziiniiz.
. y// — 2t(y/)2

oy =)
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3.7 Bolim Problemleri

3.7 Boliim Problemleri

1. Asagidaki homojen diferansiyel denklemlerin ¢oziimiinii bulunuz.
@ y"+2y+1=0, y(0)=1y/(0)=2
b) y"—2y+2=0
© ¥y +8=0
@y +2y+1=0
2. Asagidaki Cauchy-Euler diferansiyel denklemlerinin ¢oziimiinii bulunuz.
(a) 2%y —2y =10
(b) 2%y + 2y +4y =0
(c) 32%y" + 62y +y =0
(d) 22y —3zy +4y =0, y(1)=5,94(1)=3
© 2%y +ay +y=0, y1)=1y(1)=-2
3. Asagidaki homojen olmayan diferansiyel denklemlerinin ¢oziimiinii bulunuz.

(@) y' +y = secx

2z

(b) v’ —dy = =

x

©) ¥v'+2y +y=ectInt
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Bolim 4 Yiksek Mertebeden Lineer Diferansiyel

Denklemler”

Bu boliimde neler o6grenecegiz:

o Bolim 4.1:
« Sabit katsay1l1 yiiksek mertebeden lineer homojen diferansiyel denklemlerin formu
o COzlim yontemi
o Boliim 4.2:
« Sabit katsayil1 yliksek mertebeden lineer homojen olmayan diferansiyel denklemlerin
formu

o COzlim yontemi




4.1 Yiiksek Mertebeden Sabit Katsayil1 Lineer Homojen Diferansiyel Denklemler

4.1 Yiuksek Mertebeden Sabit Katsayilh Lineer Homojen Diferansiyel

Denklemler

Bugiiniin Kazanima:

» Sabit katsayil1 yiiksek mertebeden lineer homojen diferansiyel denklemlerin formu
o Genel ¢oziim formu

o Ikiden fazla fonksiyonlarin lineer bagimsizlik sarti — Wronskian

o CoOzlim yontemi

o Ornekler
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4.1 Yiiksek Mertebeden Sabit Katsayil1 Lineer Homojen Diferansiyel Denklemler

o n. mertebeden lineer homojen diferansiyel denklem formu

Y™ + D1 ()Y ™Y 4 pa(D)y” + pr(D)yY 4 po(t)y = 0 (4.1)

o Burada py, p1, po, ..., p, sabit sayilar kabul edecegiz.

o Genel Cozim Teoremi: Egery, yo, . . ., y,, fonksiyonlari (4.1) denkleminin lineer bagimsiz ¢oziimleri

ise

y=cy1+cy+ ...+ cyn

ifadesi de bu denklemin genel ¢oziimiidiir.
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4.1 Yiiksek Mertebeden Sabit Katsayil1 Lineer Homojen Diferansiyel Denklemler

o Wronskian(Lineer Bagimsizlik Testi): vy, v», ..., y, fonksiyonlari i¢in

Y Y2 Yn

n Yo Y
W(y17y27 7yn) = . . . ) # 0

n—1 n—1 n—1

S0 g

ise, Y1, Y2, ..., Y, fonksiyonlari lineer bagimsizdir denir.
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4.1 Yiiksek Mertebeden Sabit Katsayil1 Lineer Homojen Diferansiyel Denklemler

o Ornek 4.1 Asagidaki diferansiyel denklemlerim ¢6ziimiinii bulunuz.
(@ y"+3y" —4y=0
®) y¥ +2y" +y =0
©) y" +12y" + 36y =0, y(0)=0, ¥(0)=1, ¢"(0)=-7
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4.2 Yiiksek Mertebeden Sabit Katsayilt Homojen Olmayan Lineer Diferansiyel Denklemler

4.2 Yiiksek Mertebeden Sabit Katsaylh Homojen Olmayan Lineer

Diferansiyel Denklemler

Bugiiniin Kazanima:

o Sabit katsayil1 yiiksek mertebeden lineer homojen olmayan diferansiyel denklemlerin formu
o Genel ¢oziim formu
o Coziimii — Parametrenin degisimi yontemi

o Ornekler
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4.2 Yiiksek Mertebeden Sabit Katsayilt Homojen Olmayan Lineer Diferansiyel Denklemler

» n. mertebeden lineer homojen olmayan denklem

Py + par By + -+ p2(t)y” + 218y + po(t)y = g(t) 4.2)

o Burada pg, p1, po, ..., p, sabit sayilar kabul edecegiz. Ikinci mertebeye benzer olarak yine parametrenin

degisim yontemini kullanacagiz.

o Genel Coziim Teoremi: (4.2) denkleminin genel ¢oziimii
y(t) = cigh + oy + ..+ Cuyn + Y-
Burada y1, 4, . . ., ¥y, homojen denklemin ¢oziimii ve
Yo = U1y1 + UgY2 + . .. + UpYn

0zel ¢coziimdiir. Burada

142 W.
U = Wldt Uy = —2dt /—dt
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4.2 Yiiksek Mertebeden Sabit Katsayilt Homojen Olmayan Lineer Diferansiyel Denklemler

o Ornegin 3. mertebeden diferansiyel denklem icin

Y1 Y2 Y3 0 1 ys vi 0 w3 yi Y2 O
W=yl vh ws, Wi=|0 v whl, Woa=1lyp 0 whls Ws=lyp o) O
T T4 g(t) y5 s v g(t) w3 vl vy g(t)
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4.2 Yiiksek Mertebeden Sabit Katsayilt Homojen Olmayan Lineer Diferansiyel Denklemler

o Ornek 4.2 Asagidaki diferansiyel denklemleri ¢oziiniiz.

(@) ¥ +3y" — 4y = ¥ ®) y" +y =tanz
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Bolum 5 Laplace Donusumleri

Bu Béliimde Neler Ogrenecegiz

Bolim 5.1:

« Laplace doniisiimlerine Girig
Boliim 5.2:

& Ters Laplace dontistimleri
Bolim 5.3:

« Laplace doniistimlerini kullanarak diferansiyel denklemlerini ¢cozmek
Boliim 5.4:

& Parcali fonksiyon iceren diferansiyel denklemlerin Laplace ile ¢oziimii
Boliim 5.5:

« Integral iceren diferansiyel denklemlerin Laplace ile ¢oziimii
Bolim 5.6:

& Dirac-delta iceren diferansiyel denklemlerin Laplace ile ¢oziimii
Bolim 5.7:

o BOlim Ozeti
Boliim 5.8:

« Boliim problemleri




5.1 Laplace Doniistimlerine Giris

5.1

Laplace Dontisumlerine Giris

Bugiiniin Kazanima:

Laplace integral formiilii

Has olmayan integraller

Laplace doniisiimii nasil yapilir

Laplace doniistimiiniin cebirsel 6zellikleri

o Ornekler
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5.1 Laplace Dontistimlerine Giris

o Has olmayan(Improper) integral formu

00 A
/to f(t)dt:gr;o/to F(t)dt

o Tammm: f fonksiyonu ¢ > 0 araliginda tanimli olsun. Bu durumda Asagidaki integral yakinsak

oldugunda f fonksiyonunun Laplace doniisiimii

A
2L} = im / e~ f(t)dt = F(s)

integrali ile ifade edilir.
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5.1 Laplace Doniistimlerine Giris

o Asagidaki Laplace doniisiimlerini hesaplayiniz.
(a) £{1} =
(b) Z{t} =
(© Z{e} =
(d) L{sin2t} =
() ZL{cos3t} =
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5.1 Laplace Dontistimlerine Giris

f@) | ZL{ft)} = F(s)
1
1 -
S
" n!
t Sn+1
1
eat
s—a
sin at ¢
$2 + a2
cosat _5
$2 + a2
e f(t) F(s—c)
etsinat | — e
(s —c)? 4 a?
et cos at _s-c
(s —c)?+ a?
e—CS
ot
welt) :

o 2y} =sY(s) —y(0)
o ZL{y"} = s*Y (s) — sy(0) — ¥/ (0)
o Z{y™} = 5"Y (s) — s Dy(0) —

sy’ (0) —

122

o Bazi Fonksiyonlarin Laplace Doniigiimleri: a ve c sabit sayilar olsun.

f(t) Z{f()} = F(s)
f(t = c)ue(t) e F(s)
(f *9)(t) F(s)G(s)
5(t —to) et
sinh at S
cosh at S
sinhat | C;LQ —
eteoshat | _SC;C_ -
SO GV
Pomat | (IR (o)
y*=(0)




5.1 Laplace Dontistimlerine Giris

o Peki Laplace doniisiimiiniin i¢i daha karmasik bir foknksiyon ise ne yapariz? Ornegin

1
A {4COS 2t — e + 82 + 3 sin 225}

o Laplace Doniisiimlerinin Lineerligi: c sabit bir say1 olsun.
@ L{cf(t)} = cZ{f(t)}
b) Z{f(t) +9(t)} = Z{f(t)} + L{9(t)}
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5.1 Laplace Doniistimlerine Giris

o Ornek 5.1 Asagidaki laplace donusumlerini bulunuz.

(a) L{8t* — 27 + 3cosdt} =

(b) L{t® — 23" + 3sin 4t + 8} =
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5.1 Laplace Doniistimlerine Giris

o L{ef(t)} = L{f ()} =F(s—0)

S—S—cC

o Ornek 5.2 Asagidaki Laplace doniisiimlerini hesaplayiniz.
(a) ZL{e"} =

(b) L{e *cosdt} =

(c) L{e* cosbt} =

d) L{e 34} =
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5.1 Laplace Dontistimlerine Giris

o Parcali-siirekli fonksiyonlarin Laplace doniisiimii: Asagidaki parcali fonksiyonun Laplace doniisiimiinii

limit tanimim kullanarak hesaplayiniz.
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5.2 Ters Laplace Doniistimleri

5.2

Ters Laplace Dontistimleri

Bugiiniin Kazanima:

Ters Laplace doniistimii

Ters Laplace doniisiimiiniin cebirsel ozellikleri

Ters Laplace doniisiimii nasil yapilir
o Basit kesirlere ayirma

o Ornekler
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5.2 Ters Laplace Doniistimleri

o Eger Z{f(t)} = F(s) ise, o halde Z~'{F(s)} = f(t) doniisiimiine, f’in ters Laplace doniigiimii

denir.
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5.2 Ters Laplace Doniistimleri

o Ornek 5.3 Asagidaki ters doniisiimleri hesaplayimz

3!
@ £ {5} =

1 s+4 B
@ Z {m}—
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5.2 Ters Laplace Doniigiimleri

o Ters Laplace Doniisiimiiniin Lineerligi: c sabit bir say1 olsun
(@) L HcF(s)} = cLH{F(s)}
(b) L7HE(s) + G(s)} = L7HEF(s)} + L7HG(s)}

o Ornek 5.4 Asagidaki ters doniisiimleri hesaplayiniz.

-1 —254+6 o
(a) & { 21 }_
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5.2 Ters Laplace Doniistimleri

2s — 18
-1 .
(b) ¥ {32—1—28}_

1 s+ 2 _
© 2\ -
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5.2 Ters Laplace Doniigiimleri

o Soru: Daha karisik ters doniistimleri nasil yapariz?

o Ornek 5.5 Asagidaki ters Laplace doniisiimlerini hesaplayiniz.

@ = e e ) -

R e
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5.2 Ters Laplace Doniistimleri

(c) 7! { (51 4)(2 +19)(3 — 3)233} B
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5.3 Laplace Déniisiimleri ile Diferansiyel Denklem Coziimii

5.3 Laplace Dontisiimleri ile Diferansiyel Denklem Cozumu

Bugiiniin Kazanima:

o Laplace doniisiimiinii kullanarak sabit katsayil1 diferansiyel denklemleri ¢6zmek
o Daha onceki boliimlerde 6grendigimiz Laplace kurallarimi uygulayabilmek

o Ornekler
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5.3 Laplace Déniisiimleri ile Diferansiyel Denklem Coziimii

o Laplace doniislimiinii 6¢renmemizin amaci onu diferansiyel denklemlerde kullanmaktir.

L{y(t)} =Y (s)

olsun.

o Z{y'} =sY(s) —y(0)

o Z{y"} = s"Y(s) — sy(0) — ¢/(0)

o L{yM} =5"Y(s) — s Vy(0) — s Dy (0) — ... — y=1(0)
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5.3 Laplace Déniisiimleri ile Diferansiyel Denklem Coziimii

o Ornek 5.6 Laplace doniisiimiinii kullanarak asagidaki baslangi¢ deger problemlerini ¢oziiniiz.

@ y —dy=e y0)=7
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5.3 Laplace Déniisiimleri ile Diferansiyel Denklem Coziimii

(b) ¥ + 3y =13sin2t, y(0) =6
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5.3 Laplace Déniisiimleri ile Diferansiyel Denklem Coziimii

© y'+3y+2y=c* y0)=1, y(0)=-1
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5.3 Laplace Déniisiimleri ile Diferansiyel Denklem Coziimii

d y"+2y" —y —2y=sin3t, y(0)=0, ¢'(0)=0, ¢"(0)=1
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5.3 Laplace Déniisiimleri ile Diferansiyel Denklem Coziimii

(e) ¥+ 3y =cos2t, y(0)=0, ¢'(0)=1
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5.4 Parcali Fonksiyon iceren Diferansiyel Denklemlerin Laplace ile Coziimii

5.4 Parcali Fonksiyon Iceren Diferansiyel Denklemlerin Laplace ile

Cozumu

Bugiiniin Kazanima:

Parcali fonksiyon

Birim adim fonksiyonu

Birim adim fonksiyonunu kullanarak parcali fonksiyonu tek bir fonksiyon seklinde yazmak

Parcali fonksiyon iceren diferansiyel denklemleri Laplace ile ¢ozmek

Ornekler
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5.4 Parcali Fonksiyon iceren Diferansiyel Denklemlerin Laplace ile Coziimii

o Miihendislikte bazen sifir, bazen ise sifirdan farkli olan veri girigleri ile ¢ok kargilagiriz. Mesela

mekanik bir sisteme ya da elektrik devrelerine disardan uygulanan bir gii¢ ya da gerilim gibi.

o Birim adim fonksiyonu u.(t)

0, 0<t<e
uc{t):
1, t>c
y
1 —
|
|
.
c t
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5.4 Parcali Fonksiyon iceren Diferansiyel Denklemlerin Laplace ile Coziimii

o Bir fonksiyonun ¢ kadar 6telenmesi

a)y = f(t) by =wuc(t)f(t) = f(t—c)

£(0) £(0) /_\
|

(a) )
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5.4 Parcali Fonksiyon iceren Diferansiyel Denklemlerin Laplace ile Coziimii

o Ornek 5.7 Asagidaki parcali fonksiyonlarin grafigini ¢izip, birim adim fonksiyonu cinsinden yazalim.

(a)

2, 0<t<4

4, 4<t<7
f(#) =4

-2, 7<t<9

1, t>9
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5.4 Parcali Fonksiyon iceren Diferansiyel Denklemlerin Laplace ile Coziimii

(b)

sint, 0<t< %
ft) =
sint +cos (t — %), t>
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5.4 Parcali Fonksiyon iceren Diferansiyel Denklemlerin Laplace ile Coziimii

o Birim fonksiyonunun Laplace doniislimii:

—CS

e

s L{uc(t)} =

S

o Z{f(Duct)} = e L{f(t + c)}

o Z{f(t = Ju(t)} = e L{f (D)} = e “F(s)

o L7He " F(s)} = f(t — c)uc(t)
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5.4 Parcali Fonksiyon iceren Diferansiyel Denklemlerin Laplace ile Coziimii

o Ornek 5.8 Asagidaki Laplace doniisiimlerini hesaplayiniz

(@) L{us(t)} =

(b) Z{costu,(t)} =

(©) L{(t* —20t)us(t)} =
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5.4 Parcali Fonksiyon iceren Diferansiyel Denklemlerin Laplace ile Coziimii

o Ornek 5.9 Asagidaki baslangic deger problemlerini Laplace doniisiimiinii kullanarak ¢oziiniiz.

(a)
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5.4 Parcali Fonksiyon iceren Diferansiyel Denklemlerin Laplace ile Coziimii

(b) v +4y = (sint)ux(t), y(0)=1, %(0)=0
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5.5 Dirac-Delta Fonksiyonu Iceren Diferansiyel Denklemlerin Laplace ile Coziimii

5.5 Dirac-Delta Fonksiyonu Iceren Diferansiyel Denklemlerin

Laplace ile Cozumii

Bugiiniin Kazanima:

o Dirac-delta fonksiyonu
o Dirac-delta fonksiyonunun Laplace doniistimii
o Dirac-delta iceren diferansiyel denklemlerin Laplace ile ¢oziimii

Ornekler
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5.5 Dirac-Delta Fonksiyonu Iceren Diferansiyel Denklemlerin Laplace ile Coziimii

o Mekanik sistemler genelde disardan bir kuvvete ihtiya¢ duyarlar ve bu kuvvet cok kisa siire i¢in ¢cok
biiytik olabilir.

o Birim diirtii (Unit impulse) fonksiyonu

0, 0<t<to—a

0ot —lo) = (L, tgy—a<t<ty+a

0, t>ty+a

o Dirac Delta Fonksiyonu:
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5.5 Dirac-Delta Fonksiyonu Iceren Diferansiyel Denklemlerin Laplace ile Coziimii

2a
|

(b) Behavior of §,as a — 0

e—sto

o LL3(t — o)}

o L{5(1)} =1
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5.5 Dirac-Delta Fonksiyonu Iceren Diferansiyel Denklemlerin Laplace ile Coziimii

o Ornek 5.10 Asagidaki baslangic deger problemini Laplace doniisiimii ile ¢oziiniiz.
@ y'+y=40(t—2m), y(0)=1, y(0)=0
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5.5 Dirac-Delta Fonksiyonu Iceren Diferansiyel Denklemlerin Laplace ile Coziimii

() y'+2y =6(t—1), y(0)=0, y(0)=1
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5.6 Integral iceren Diferansiyel Denklemlerin Laplace ile Coziimii*

5.6

Integral Iceren Diferansiyel Denklemlerin Laplace ile Coziimii*

Bugiiniin Kazanima:

Belirli integral iceren diferansiyel denklemler

Bu integrallerin Laplace doniisiimii — Konvoliisyon
o Bu tiir denklemlerin Laplace ile ¢oztimii
o Bu tiir denklemlerin gercek hayat uygulamalari

o Ornekler
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5.6 Integral iceren Diferansiyel Denklemlerin Laplace ile Coziimii*

o Bu boliimde belirli integral iceren
t
y' + 4y = / e sin (t — 7)dr
0

diferansiyel denklemlerini ¢cozecegiz. Bunlara evrisim(konvoliisyon) integralleri denir.
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5.6 Integral iceren Diferansiyel Denklemlerin Laplace ile Coziimii*

» Konvoliisyon Integrali: Eger f ve g fonksiyonlari [0, co) araliginda parcali siirekli fonksiyonlar ise,

f ve g’nin konvoliisyonu

(f*g)(t) = / F(rglt —7)dr

» Konvoliisyon Teoremi: Eger f ve g fonksiyonlari [0, co) araliginda parcali siirekli fonksiyonlar ise,

ZL{(f*9))} = Z{f)}Z{g(t)} = F(s)G(s)
ve

L HF(s)G(s)} = (fx9)(t)
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5.6 Integral iceren Diferansiyel Denklemlerin Laplace ile Coziimii*

o Ornek 5.11 Konvoliisyon Teoremini kullanarak asagidaki doniisiimleri hesaplayimz

t
(a) & {/ e sin (t — T)dT}
0
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5.6 Integral iceren Diferansiyel Denklemlerin Laplace ile Coziimii*

t
(b) f(t)=3t"—e" - / f(7)e"""dr denklemini ¢bzerek f(¢)’yi bulun.
0
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5.6 Integral iceren Diferansiyel Denklemlerin Laplace ile Coziimii*

t
o Ornek 5.12 3/ + 6y + 9 / y(t)dr =1, y(0) = 0 integral diferansiyel denklemini konvoliisyon
0

teoremini kullanarak ¢oziin.
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5.6 Integral iceren Diferansiyel Denklemlerin Laplace ile Coziimii*

o (Konvoliisyon Integralinin Uygulamasi:

R C
| |
|
\% L
°
. q di
iR+ 5+ Lo = V(1)
°
dq L
1= p = q(t) —/0 i(T)dr
°
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5.6 Integral iceren Diferansiyel Denklemlerin Laplace ile Coziimii*

o Ornek 5.13 Bir RLC devresinde L = 0.1h, R = 2Q, C' = 0.1f, i(0) = 0 ve distan uygulanan voltaj

V(t) = 120t — 120tu;(t) oldugunda devreden gecen akimi hesaplayiniz.
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5.7 Boliim Ozeti

5.7 Boliim Ozeti

o Bu boliimde Laplace dontisiimlerini 6grendik

o Laplace doniistimleri genelde sabit katsayil1 diferansiyel denklemleri ¢6zmek i¢in kullanilir

o Sag taraf bir polinom, trigonometrik veya tistel fonksiyon olabilir. Ayrica birim adim fonksiyonu,

integral fonksiyonu ya da dirac delta fonksiyonu oldugunda adimlar asagida ki gibi uygulanir.

1. Diferansiyel denklemin her iki tarafinin Laplace’r alinir.

2. Laplace tablosu kullanilarak Y (s) yalniz birakilir

3. Ters laplace doniisiimii kullanilarak y(¢) bulunur.
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5.8 Boliim Problemleri

5.8 Boliim Problemleri

1. Asagidaki fonksiyonlarin Laplace doniistimiinii, Laplace tanimini kullanarak bulunuz.

(a)
-1, 0<t<1
f(t) =
1, t>1
(b)
t, 0<t<3
f(t) =
1, t>3
()
sint, 0<t<m
f(t) =
0, t>m

2. Asagidaki Laplace doniisiimlerini bulunuz.
(a) 2 {e* sin(4t) — cos(6t) — 2e't”}
27 (-5
@ {2t
d) Z! { 10s

52416

© 27 { et )
® 27 w5}

O e
0 £ s )

O 2 { Gt |

3. Asagidaki diferansiyel denklemlerinin ¢oziimiinii Laplace doniisiimiinii kullanarak bulunuz.

@ y"+5y +4y=0, y(0)=1y(0)=0

(b) ¥’ — 4y’ =6¢e*, y(0)=1,y(0)=-1

© ¥ +y=v2sin(v2t), y(0) =10,y (0) =0

(d) y" =5y + 6y = (sint)ua(t), y(0)=0,4'(0)=1
© ¢ +6y+9 [fy(r)dr =1, y(0) =0

) y"+y=26(t—2m), y(0)=0y(0)=-3
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Bolum 6 Lineer Diferansiyel Denklemler Sistemi*

Bu boliimde neler 6grenecegiz:

Boliim 6.1:

« Lineer sistemlere giris

« Matrislerin tekrari

« Lineer sistemlerin giinliik hayat uygulamalari
Boliim 6.2:

& Bazi Lineer sistemlerin yok etme yontemi ile ¢oziilmesi
Boliim 6.3:

« Homojen lineer sistemler

« Bu tiir denklemlerin ¢oziimii
Boliim 6.4:

« Homojen olmayan lineer sistemler

& Bu tiir sistemler i¢in ¢6zliim yontemleri
Boliim 6.5:

« Ustel matris fonksiyonu

« Ustel matris fonksiyonunun Laplace ile bulunmasi




6.1 Lineer Sistemlere Giris

6.1

Lineer Sistemlere Giris

Bugiiniin Kazanima:

Lineer sistemlerin kullanim alanlari

o Matrislerin hatirlanmasi
o Homojen ve homojen olmayan lineer sistemlerin formu

o Ornekler
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6.1 Lineer Sistemlere Giris

ky k; k3
W LR VAVAVAVAVAVA VAV, Ve I VMWM%‘
| Xy X5 |
| I
[ [
(a)
klxl Fl(t) kz(xz - xl) FQ(t)
m, m;
ko(x, —x,) . kax,
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6.1 Lineer Sistemlere Giris

o Ornek 6.1 Icinde 601t saf su olan tank sekildeki gibi gosterilmistir. 1 gr/lt tuz konsantrasyonu olan
tuzlu su karigimi 2 1t/dak hizla tanka akitilmaktadir. Tantaki su iyi karigmis olarak tutulmakta olup
asagidaki delikten 31t/dak su bosalmaktadir. Tank i¢indeki tuz degisim oranimi herhangi bir ¢ aninda

hesaplayan bir diferansiyel denklem yaziniz.

==y
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6.1 Lineer Sistemlere Girig

o Ornek 6.2 Iclerinde 30 It ve 20 It saf su olan iki tank sekildeki gibi birbirine baglanmustir. Birinci
tanktan ikinci tanka s1v1 akis1 3 1t/dak ve ikinci tanktan birinci tanka 1.5 1t/dk dir. Ayrica Tank 2°den 2.5
1t/dk hizla disartya tuzlu su akitilmaktadir. Her bir tantaki su iyi karismig olarak tutulmaktadir. 1 gr/lt
tuz konsantrasyonu olan tuzlu su karigimi 1.5 1t/dk hizla Tank 1 e akiyor. 3 gr/lt tuz konsantrasyonu
olan tuzlu su karigimi 1 1t/dk hizla Tank 2 ye akiyor. Eger S;(t) birinci tankta ¢ anindaki tuz orani
ve So(t) ikinci tankta t anindaki tuz orami ise, tanklardaki tuz degisim oranini herhangi bir ¢ aninda

hesaplayan bir diferansiyel denklem sistemi yaziniz.

Tank 1 Tank 2 \)
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6.1 Lineer Sistemlere Giris

o Matris bir dikdorten sayilar tablosudur. A = [a,;] sembolii kullanilir

° Ornek 6.3
1 2

3 4

2x2

o det A veya |A|

« Matrisin Transpozu: A = [a;;] ise AT = [a;4]

« Matrisin Esglenigi: A = [a;;]

170



6.1 Lineer Sistemlere Girig

« Matrislerin Toplanmasi ve Cikarilmasi:

11 Q12 b1 bio aj; £011 a2 £ 02

a1 A2 ba1 Do ag1 £ bo1 g £ by

« Matrisin bir sayi ile carpilmasi:
ai; Gi2 @3 kajn  kaiz kays

k =

Q21 Ag2 A3 kas  kag ka23

« Matrisin bir baska matris ile carpilmasi: A = [q;;] ise B = [b;,] olmalidir. Dolayst ile

AB =C = [Cip]
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6.1 Lineer Sistemlere Giris

« Not: AB # BA

« Birim matris:

1 00
10

IQ><2 = IB><3 =101 0
01

0 01

« Bir matrisin tersi:

AB=BA=1 — B=A"1
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6.1 Lineer Sistemlere Girig

o 2 X 2 matrislerin tersi icin kural:

y a b e 1 d —b
= — =
¢ d det(A) e a
« Matrisin tiirevi:
a11(t) aqa(t a.(t) a5 (t
PN CCIE0) BN CAC NG
ax (t) az(t) ay (t)  an(t)

« Matrisin integrali:

Alt) = an(t) an(t) N /dA(t)dt _

921 (t) 929 (t)
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6.1 Lineer Sistemlere Giris

» Birinci mertebeden lineer diferansiyel denklemler sistemi

(

x&(t) = an(t)xl iy alg(t)(EQ S eoogF aln(t)xn + f1<t>

ZB/Q(t) = agl(t)l‘l + Clgg(t)l‘g + -4 (Ign(t)l‘n + fg(t)

6.1)
2 (t) = an (t)x1 + an2(t)za + - - - + apn(t) sy + fr(t)
x1(t) ann(t) aa(t) --- aw(t) fi(t)
e To(t) | Alt) = an(t) axn(t) -+ aa(t) | 7 fa(t)
~rn<t> anl (t) An2 (t> t ann(t) fn(t)
X ay(f) ap(t) - apl) Xy fil®
dl x| _ | au(®) axn(t) - a0 = f0)
dr| : : : : :
xn ﬂ“](f:l anz('r) e amz('ﬂ In n(r)
[ x =Ax+f (6.2)

o Eger f = 0 ise, (6.2) sistemine homojen sistem denir. Aksi halde, (6.2) sistemine homojen olmayan

sistem denir.
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6.1 Lineer Sistemlere Giris

Ornek 6.4 Tank probleminde elde edilen sistemi matris seklinde yazalim:
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6.1 Lineer Sistemlere Giris

o Ornek 6.5 Asagidaki sistemi matris seklinde yazalim:
(

L0 G e
ai vy T

d

d—gt/:m—z—I—lOt

d

& 20 4+ 3y+ 92+ 6t
\ dt
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6.1 Lineer Sistemlere Girig

$1<t)

) t
o Egerx = Q vektoru (6.2) sistemini sagliyorsa ona (6.2) sisteminin ¢oziim vektoru denir.

o Bu coziimlere ¢oziim egrileri(solution curves) ve bu egrilerin bulundugu diizleme ise faz du-

zlemi(phase plane) diyoruz
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6.1 Lineer Sistemlere Giris

o Ornek 6.6
6727& 36625
x(D — ve x(2 —
_ €—2t 5 eﬁt
vektorlerinin
1 3
x' = X

5 3

sisteminin ¢oziimleri oldugunu gosteriniz.
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6.1 Lineer Sistemlere Giris

21 (to)
Lo e o (to) o
» Baslangic Deger Problemi: Eger (6.1) sistemine x(¢y) = baslangic degerini eklersek o
zn(to)
zaman
xX'=Ax+f, x(ty) =xo ] (6.3)

sistemine baslangic deger problemi(initial value problem) denir
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6.2 Lineer Diferansiyel Denklem Sistemlerinin Eleme Yontemi ile Coziimii:

6.2 Lineer Diferansiyel Denklem Sistemlerinin Eleme Yontemi ile
Cozumii:

Bugiiniin Kazanima:

o Bazi lineer sistemlerin eleme(yok etme) yontemi ile ¢oziimii

o Ornekler
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6.2 Lineer Diferansiyel Denklem Sistemlerinin Eleme Yontemi ile Coziimii:

o Lineer sistemlerin nasil ¢oziildiigiinii heniiz 6grenmedik ama bu boliimde lineer sistemler ile ikinci
veya daha yliksek mertebeden lineer diferansiyel denklem arasinda bir bag kurup bu sistemleri eleme

yontemi ile ¢cozebiliriz.

o Ornek 6.7 Asagidaki lineer sistemi ele alalim:

/

r =1

/

y =-z—-2y
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6.2 Lineer Diferansiyel Denklem Sistemlerinin Eleme Yontemi ile Coziimii:

o Ornek 6.8 (Evde Deneyin!) Asagidaki lineer sistemi ele alalm:
¥ =z —y+e?
y = 6x — 4y
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6.2 Lineer Diferansiyel Denklem Sistemlerinin Eleme Yontemi ile Coziimii:

o Ornek 6.9 Her soru i¢in eleme yontemi pratik degil:
(

d—x—Gx—l— — 7
dt Y
dy
<dt
%——2x—|—3 + 9z — 3v
dt Y

d
\d—?:—x+y—3z+2v

=r—2—
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6.3 Homojen Lineer Sistemler

6.3

Homojen Lineer Sistemler

Bugiiniin Kazanima:

o Homojen lineer sistemler i¢in genel ¢oziim teoremi
o Coziimlerin lineer bagimsizlig1 — Wronskian

o Temel ¢6zlim kiimesi

o Bir matrisin 6zdeger ve 6zvektorleri

o Bir matrisin karakteristik denklemi

Bu terimleri kullanarak homojen lineer sistemleri ¢oziimii

o Ornekler
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6.3 Homojen Lineer Sistemler

o Asagidaki homojen sistemi ele alalim

x' = Ax (6.4)

» Birlestirme Ilkesi(Superposition Principle): Eger x(V) x® ... x( vektorleri (6.4) sisteminin
coOziimleri ise,

yine baska bir ¢6ziimdiir. Burada cy, co, ..., ¢,, keyfi sayilardir.
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6.3 Homojen Lineer Sistemler

o Genel Coziim Teoremi: Eger xM x@  xM™ vektorleri (6.4) sisteminin lineer bagimsiz ¢oziimleri

ise,

denklemi (6.4)’un genel ¢oziimiidiir.

o Lineer Bagimsizlik(Lineer Independence): x™) x® ... x® vektorleri (6.4) un herbir ¢ icin
vektor ¢ozlimleri olsun . Eger

esitligi sadece ¢; = ¢ = - - - = ¢, = Oicinsaglaniyorsa, x(V), x® . x(®) vektor seti lineer bagimsizdir

denir. Aksi halde lineer bagimlidir denir.
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6.3 Homojen Lineer Sistemler

o Wronskian(Lineer Bagimsizlik Testi):

x11 T12 T1in

T21 T22 Tan
X(1) _ 7 X(Z) — 7 , X(n) —

Tni Tn2 Tnn

vektorleri (6.4) sisteminin n tane vektor ¢oziimleri olsun. Eger

11 T12 - Tin

To1 T2 -+ T2
W(X(l),x(2), ...,x(”)) = det " #0

Tpl Tp2 - Tnn

verilen aralikta her bir ¢ icin dogru ise, x™, x(® ... x™ vektorleri lineer bagimsizdir denir. Aksi

halde vektorler lineer bagimlhidir diyoruz

o Temel ¢oziim kiimesi(Fundamental Set of Solutions): x) x(3 . x™ lineer bagimsiz ¢oziim

vektorlerine (6.4) sisteminin temel ¢oziim kiimesi denir.
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6.3 Homojen Lineer Sistemler

o (6.4) sistemi nasil ¢oziiliir:

o Biliyoruz ki 2’ = ax lineer homojen denklemin ¢oziimii

z(t) = Ce™
« Buna benzer olarak
x = Ax
lineer homojen sisteminin ¢oziimi
x = C.e?

seklinde diistinebiliriz ama detaya(daha sonra inmek sarti ile) inmeden

ki
ks

At

Ky,

seklindedir. Burada )\ sayisina 6zdeger(eigenvalue), basindaki vektore ise 6zvektor(eigenfunction)

diyoruz.
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6.3 Homojen Lineer Sistemler

o Ozdeger: det (A — ) =0 (Karakteristik denklem)

o Ozvektor: Sifirdan farkli bir K vektorii igin

(A—X)K =0
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6.3 Homojen Lineer Sistemler

o Ornek 6.10 Asagidaki matrisin
11

4 1

(a) karakteristik denklemini
(b) o6zdegerlerini

(c) ozvektorlerini bulalim.
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6.3 Homojen Lineer Sistemler

o Karakteristik denklemin kokii i¢in ti¢ olasilik var:
o Biitiin 6zdegerler reel say1 ve birbirinden farkli
o Ozdegerlerden bazilari karmasik say1

o Ozdegerlerden bazilari tekrar eder

o 1. Durum - Reel degerli birbirinden farkli 6zdegerler: )\, \;--- , \, reel sayilari A matrisinin
birbirinden farkli 6zdegerleri olsun. Ayrica k™™, k() ... k(™ uygun 6zvektorler olsun. Bu sartlar
altinda

x' = Ax

sisteminin genel ¢oziimii

x = o kWeM! 4 k@2t ... 4 ¢ k@t
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6.3 Homojen Lineer Sistemler

o Ornek 6.11 Asagidaki lineer sistemlerin genel ¢oziimiinu bulalim.

- !
€T 1 1 x
(a) =
y 4 1| |y
( 45
— =2z 4+ 3y
(b) gt
Yy
=, =)
\ dt Ty
(&0 iy
T
d
() d—z;:x+5y—z
dz_ 5
\dt_y ~
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6.3 Homojen Lineer Sistemler

o 2. Durum - Kompleks degerli 6zdegerler: Eger 6zvektorlerden bazilari kompleks \y = o + i3 ve

X2 = o — i3 ise, bu durumda K, eM? ilk ¢oziim ise, K;e*?! ikinci ¢oziimdiir.
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6.3 Homojen Lineer Sistemler

Ornek 6.12 Asagidaki lineer sistemlerin ¢oziimiinii bulalim

( dx 6
—_— = €r — y
(a) { gt
Yy
=, — 4
v or + 4y
( dx 6 (0) .
—_— = €r — y T
(b) jt : =
Y
@y _ 4 y(0) 3
v 5x + 4y
1 -8 -2
© x' = x,  x(0)=
1 -3 1
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6.3 Homojen Lineer Sistemler

o 3. Durum Tekrar eden reel degerli 6zdegerler:
o Iki Kez Tekrar eden ozdegerler:

(a) Iki tane lineer bagimsiz 6zvektor
xM) = KeMt x(2) = pet

(b) Sadece bir tane K 6zvektorii var ise,

(A-—X)K=0
(A- )P =K
x(M = KeMt x?@ = KteMt 4 PeMi!
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6.3 Homojen Lineer Sistemler

« Uc Kez Tekrar eden ozdegerler:
(a) Ug tane lineer bagimsiz 6zvektor

(b) Sadece bir tane K 0zvektorii var ise,

(A-—XN)K=0
(A- )P =K
(A-X)Q=P
x(M) = KeM? x?) = KteMt 4+ PeMtt x®) = Kﬁe’\lt + PteM! + Qe

2
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6.3 Homojen Lineer Sistemler

Ornek 6.13 Asagidaki lineer sistemlerin genel ¢coziimiinii bulunuz.

-3 0
(a) X' = X
0 -3
— = —6z + 5y
(b) gt
Yy
= _sr+4
7 T + 4y
2 —1 6

©x'=10 2 5]x

0 0 2
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6.4 Homojen Olmayan Lineer Sistemler

Homojen Olmayan Lineer Sistemler

Bugiiniin Kazanima:

» Homojen olmayan lineer sistemlerin ¢oziim yontemleri
o Parametrenin degisim yontemi
o Laplace ile ¢6ziim yontemi

o Ornekler
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6.4 Homojen Olmayan Lineer Sistemler

[ x' = Ax + f (6.5)

o (6.5) sisteminin genel ¢Oziimii

x(t) = e1x® + ex@ + - 4, x™ 4 X5

o (6.5) sistemi i¢in genel ¢ozlimii bulmak i¢in bazi yontemler vardir. Bunlardan bazilari
1. Belirsiz katsayilar yontemi(Method of Undetermined Coefficients)
2. Parametrenin degisim yontem(Variation of Parameters)*
3. Laplace doniistimii*

4. Kosegenlestirme yontemi(Diagonalization Method)
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6.4 Homojen Olmayan Lineer Sistemler

o 2. Parametrenin degisim yontemi ile (6.5) ’in genel ¢coziimii
x(t) = xp + x5

=X x4 x4 X4

x(t) = x4 cox® 4 - e, x® + B(1) / ®(H)f(t)dt (6.6)
o Eger xy,x5, - , X, vektorleri X’ = Ax sisteminin ¢6ziimleri ise, bu vektorlerin olusturdugu matrise
Tir T2 - Tin
To1 T22 - Ton
e(t)= |
Tnl Tp2 " Tpn

temel matris(fundamental matrix) denir.
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6.4 Homojen Olmayan Lineer Sistemler

o (6.5) sistemine baslangi¢c deger ekledigimizde

X' =Ax+f, x(t) =% (6.7)

sistemini elde ediyoruz. Bu durumda (6.7) baslangic deger probleminin ¢oziimii

x(t) = B()B(ty)x0 + B(1) / "o (5)£(s)ds 6.8)
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6.4 Homojen Olmayan Lineer Sistemler

o Ornek 6.14 Asagidaki lineer sistemlerin genel ¢oziimiinii parametrenin degisim yontemi ile bulunuz.

2 3 3
(a) X' = x +
2 1 et
(23 3 1
(b) x' = X + , x(0) =
2 1 et 1
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6.4 Homojen Olmayan Lineer Sistemler

o 3. Laplace doniisiimleri ile (6.7) sisteminin ¢oziimii:

Ornek 6.15 Asagidaki sistemleri Laplace kullanarak cozelim.

(a)
20+ 3y —y=1
, z(0)=—-1, y(0)=0
! 4 y/ — 6_3t
(b)
20 +y —y=t
, z(0)=1, y(0)=0
x/ + y/ — t2
(c)
-2 1 2et 0
x' = X + : x(0) =
1 -2 3t 0
o Cevaplar:

(a) Cozelim beraber
(b) z(t) = —4+5t — 2t + 1t* + 5e~* ve y(¢) = 5 — 5t + 2t2 — 5e

2 21 1 1 1 1 (4
(c) x(t) = et — S e 3 + te ™t + t—=
1 —1 1 2
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6.5 Ustel Matris Fonksiyonu

Ustel Matris Fonksiyonu

Bugiiniin Kazanima:

o Ustel fonksiyon ve iistel matris

o Ustel matrisin 6zellikleri

o Maclaurin serisi

o Ustel fonksiyonunun Laplace doniisiimii ile bulunmas1

o Ornekler
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6.5 Ustel Matris Fonksiyonu

o Biz lisans diferansiyel denklem dersinden 2’ = ax denleminin ¢oziimiinun z = ce® oldugunu biliy-

oruz.

o Dogal olarak x’ = Ax sisteminin ¢oziimiinu x = Ce?! seklinde ifade edebilir miyiz? Aslinda eA?

uistel matris fonksiyonu

sisteminin ¢ozlimiidiir

2t2 ee ktk
at_ — o e 0 —
° € —1+at+a2'+ = EOCL k'
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6.5 Ustel Matris Fonksiyonu

t2 2 tk:
At _ 22 4= k2
o e =T+ At+ A%+ _Z%A o
2 0
o A= matrisi i¢in eA?’yi hesaplayin.
0 3
o Eger A kosegen matrisi ise
a1 0 0 Gaut 0 0
agat
A 0 929 0 . eAt _ 0 e422 0
0 O (nn 0 0 Rl
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6.5 Ustel Matris Fonksiyonu

o A matrisi kosegen matris degil ise eA?’yi nasil hesaplariz
(a) e? tanimi
(b) Laplace transform*

(c) Putzer Algoritmasi

o Ustel matrisi bulmak icin Laplace doniisiimii yontemi:

A= 27 H(sT - A7)
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6.5 Ustel Matris Fonksiyonu

o Ornek 6.16 Asagidaki sistem icin iistel matrisi bulunuz
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6.5 Ustel Matris Fonksiyonu

o Ustel Matrisin Ozellikleri:

d
. EeAt — AeAt
o deteBt £ 0
& eAtoAs — 6A(t+s)

. (eAt)—l — oAt

o AB = BA isec ¢4eB = ¢AFB
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6.5 Ustel Matris Fonksiyonu

o Artik

x' =Ax+f, x(ty) =%

sisteminin ¢Oziimiinii ustel matris ile ifade edebiliriz:
t

x(t) = eAltt)x, +/ eAl=If(s5)ds

to

o Parametrenin degisim yontemi ile karsilastirma:

x(t) = ®(t)® ' (to)xo + P(t) /t &1 (s)f(s)ds

to

o ®(t) matris fonksiyonu x’ = Ax i¢in temel matris olsun. Bu durumda her ¢ icn

Al = (1)®1(0)
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6.5 Ustel Matris Fonksiyonu

o Ornek 6.17 Asagidaki sistemin ¢oziimiinu ustel matris yardimi ile bulalim.
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